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№ 1. Похожие пароли
Алиса и Боб хотят создать необычные пароли для своей криптосистемы. Пароль — это 9-значное десятичное число. Для начала они выбирают случайное число e1e2...e9, которое имеет 9 (не обязательно различных) десятичных цифр.
• Боб создаёт пароль d1d2...d9 такой, что каждое из чисел, образованных заменой только одной из цифр di в d1d2...d9 на соответствующую цифру ei, делится на 7. 
• Алиса создаёт пароль f1f2...f9 аналогичным, но не таким же образом: каждое из девяти чисел, образованных заменой одной из цифр ei в e1e2...e9 на fi, делится на 7.
Пункт 0. Пусть e1e2...e9 = 448259545. Приведите пример какими могли бы быть пароли Алисы и Боба.
Пункт 1а. Злоумышленник Виктор перехватил пароль Боба. Сможет ли он по нему восстановить пароль Алисы? (Виктор знает, как формируются пароли, но не знает e1e2...e9).
Пункт 1б. Злоумышленник Виктор перехватил пароль Алисы. Сможет ли он по нему восстановить пароль Боба? (Виктор знает, как формируются пароли, но не знает e1e2...e9).
Пункт 2. Покажите, что для каждого i, di − fi делится на 7 для любых паролей Алисы и Боба! 
Пункт 3. Пусть теперь пароль — это k-значное десятичное число, такое что k−2 простое. Покажите, что для каждого i, di − fi делится на k−2 для любых паролей Алисы и Боба! 
Пункт 3а. Будет ли для каждого i, di − fi делится на k − 2 для любых паролей Алисы и Боба, если k−2 окажется составным? 
Пункт 3б. Можно ли придумать ещё какие-нибудь условия на k, чтобы для каждого i, гарантировать делимость di − fi на какое-то x < k для любых паролей Алисы и Боба? 
Пункт 4. Алиса и Боб узнали о существовании различных систем счисления и теперь хотят создавать пароли в t-ичной системе счисления. При каких условиях на t и k для каждого i, di − fi делится на k−2 для любых паролей Алисы и Боба? 
Пункт 5. Предложите свои обобщения и направления для исследования.

№ 2. Мудрецы
				     
1.1. В одной урне лежало три белых шара, в другой – два белых и один чёрный, в третьей – один белый и два чёрных, в четвёртой-три чёрных. Шутник перевесил таблички с составом урн так, что теперь каждая из них указывает состав урн неправильно. Четырём мудрецам предложили вынуть два шарика из трёх и, имея шарики и неправильные таблички, определить цвет последнего шарика в урне. Трое из них были глухими, и они не слышали, что говорят остальные, а четвёртый был слепым. Первый мудрец сказал: «Я достал два чёрных шарика и могу определить цвет последнего шарика». Второй мудрец сказал: «Я вынул один белый и один чёрный и знаю, какой шарик остался в урне». Третий мудрец сказал: «Я вынул два белых шарика, но определить цвет последнего шарика невозможно». Четвёртый мудрец даже не видел таблички на своей урне. Однако он сказал: «Мне не надо вынимать шарики. Я знаю, какие шарики лежат в моей урне. Я даже знаю цвета шариков, которые остались в урнах у каждого из моих товарищей». Определите, как и к каким выводам пришёл слепой мудрец. 
1.2. Предположим, что третий мудрец сказал: «Я вынул два белых шарика и могу определить цвет последнего шарика». Сможет ли в данном случае четвёртый мудрец прийти к каким-нибудь выводам про состав шаров в своей урне?
1.3. Ответьте на тот же вопрос в предположении, что второй мудрец сказал: «Я вынул один белый и один чёрный, но определить цвет последнего шарика невозможно».
1.4. Рассмотрите другие варианты ответов первых трёх мудрецов. Сможет ли четвёртый мудрец прийти к каким-нибудь выводам про состав шаров в своей урне?
2. Рассмотрите случай с пятью мудрецами и четырьмя шарами. В одной урне лежало четыре белых шара, в другой – три белых и один чёрный, в третьей – два белых и два чёрных, в четвёртой - один белый и три чёрных, в пятой-четыре чёрных. Шутник перевесил таблички с составом урн так, что теперь каждая из них указывает состав урн неправильно. Пяти мудрецам предложили вынуть три шарика из четырёх и, имея шарики и неправильные таблички, определить цвет последнего шарика в урне. Четверо из них были глухими, и они не слышали, что говорят остальные, а пятый был слепым. Первый мудрец сказал: «Я достал три чёрных шарика и могу определить цвет последнего шарика (определить цвет последнего шарика невозможно)». Второй мудрец сказал: «Я вынул один белый и два чёрных и знаю, какой шарик остался в урне (определить цвет последнего шарика невозможно)». Третий мудрец сказал: «Я вынул два белых и один чёрных шарик и могу определить цвет последнего (определить цвет последнего шарика невозможно)». Четвёртый мудрец сказал: «Я вынул три белых шарика и могу определить цвет последнего (определить цвет последнего шарика невозможно)». При каких ответах первых четырёх мудрецов пятый мудрец сможет прийти к каким-нибудь выводам?
3. Предположите, что слепых мудрецов не один, а два (замените одного из глухих мудрецов слепым) . Смогут ли они прийти хоть к каким-нибудь выводам.
4. Рассмотрите случай n мудрецов и (n-1) шаров.
5.Попробуйте предложить и рассмотреть свои обобщения.

№ 3. Операции над Числами 
Рита может выполнять с числом две операции: прибавить к нему единицу и заменить его на обратное. 
1) Может ли Рита из числа 2 получить число 37/27?
2) Докажите, что из числа 2/5 Рита никогда не сможет получить целое число.
3) Сможет ли Рита из числа 3/5 после нескольких операций получить сократимую дробь?
4) Докажите, что если к имеющимся у Риты операциям прибавить ещё одну –– разрешить вычитать из числа единицу, то можно из любого рационального числа получить любое другое.
Теперь у Риты есть два числа. Она может прибавить к обоим числам по единице, отнять от обоих чисел по единице, заменить оба числа на обратные.
5) Может ли Рита из пары (1;2) получить пару (11/19;3/5)?
6) Докажите, что из любой пары целых чисел (m; n) можно получить пару (n; m).
7) Может ли Рита из пары (6;7) получить пару (20;26)?
8) Докажите, что из пары (a;b) Рита не сможет получить пару (1/(2a+1);1/b), где a – четное натуральное число, b – нечетное натуральное число.
9) Может ли Рита из пары (a;b) получить пару (2/a;2/b), где a – четное натуральное число, b – нечетное натуральное число?
10) Найдите пары, которые нельзя получить из пары (a;b), где a – четное натуральное число, b – нечетное натуральное число.
11) Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и исследуйте их. Например, придумайте критерий, позволяющий определить, можно ли получить пару (a;b) из какой-то заданной пары.

Задача 4.  Рыцари Туссента
В Неверленде n городов, между любыми двумя из которых есть один тракт. Каждый тракт соединяет между собой ровно два города, причём даже если на карте тракты пересекаются, то перейти с одного на другой всё равно нельзя (один в этом месте идёт по подземным туннелям). Из-за разграбления замков ведьмаков тракты Неверленда кишат монстрами, поэтому абсолютно все тракты невыносимо сложно проходить в одну сторону (то есть каждый можно пройти только в одном направлении). 
1. Если из-за монстров в город нельзя попасть ни по одному тракту (то есть все тракты можно пройти только по направлению из города), то жители этого города покидают его. Королевские картографы хотят узнать есть ли в Неверленде хотя бы один город, покинутый жителями. Картографы умеют выбирать 2 города и узнавать в какую сторону можно проходить тракт между этими городами. Докажите, что им хватит 2n проверок, чтобы узнать, есть ли город, который покинут жители. 
2. Пусть n = 2k, докажите, что картографам хватит и 2n−k−1 проверок. 
Монстров становится всё больше, так что теперь часть трактов нельзя пройти ни в какую из сторон (оставшиеся всё также лишь в одну). Правительство стало оплачивать странствующим рыцарям убийство монстров на трактах. Для этого рыцари должны выехать из Боклера, пропутешествовать по t трактам, после чего остановиться в произвольном городе, привезя с каждого тракта по монстру, за что получат t флоренов, после чего рыцарь находит другое предназначение. 
3. Желающих оказалось слишком много, из-за чего во все городах рыцари, получившие награду, проехали все возможные маршруты из Боклера до этого города. Докажите, что если кто-то из рыцарей получил награду в n флоренов, то какой-то рыцарь может получить и сколь угодно большую награду. 
К счастью для королевской казны ни один рыцарь не получил сколь угодно большую награду, однако правительство решило сэкономить, для этого тракты перепроложили следующим образом: в Боклер не ведёт ни один тракт, во все остальные города входит ровно один, до всех городов можно добраться из Боклера. Оказалось, что из каждого города есть не более чем один тракт, на котором водятся утопцы и не более одного, на котором водятся накеры (но не оба вида монстров одновременно), больше никаких трактов нет. Награду также выплачивают не во всех городах, а лишь в части, но обязательно из любого города можно добраться до того, где платят награду. 
4. Пусть награду выдают в m городах, а люди покидают те города, в которые входил и выходил ровно 1 тракт и не выдают награду (город пропадает с карты, а входящий и исходящий тракты объединяются в один). Найдите наибольшее в терминах m количество городов в Неверленде. 
Поддерживать эти требования оказалось тяжело и правительство вновь вмешалось и, восстановив покинутые города, а также перестроив тракты так, что выполнены все старые условия, за исключением того, что в один город может входить несколько трактов, однако всё ещё невозможна сколь угодно большая награда. Рыцари стали запоминать в каком порядке они очищали тракты от монстров и рассказывать эту последовательность в трактирах. 
5. Оказалось так, что все истории всех рыцарей являются некоторой начальной частью истории Мильтона де Пейрак-Пейрана, причём все начальные истории являются полными историями какого-то рыцаря, получившего награду. 
а) Докажите, что все истории, отличные от истории Пейрак-Пейрана имеют меньшую длину, чем его.
б) Найдите минимальное количество городов в Неверленде, если история Пейрак-Пейрана состоит из прохождения s трактов. 
6. Решите предыдущий пункт задачи, в случае, если истории всех рыцарей получаются из истории Пейрак-Пейрана отбрасыванием нескольких первых путешествий по трактам, а все, полученные отбрасыванием нескольких первых достижимы. 
7. Сохранив условия пункта 6, в Неверленде построили новые города, от чего история Пейрак-Пейрана стала длины s+1, а тракты между старыми городами и оплачиваемые на них типы монстров — остались прежними. Какое максимальное количество городов могло появиться в Неверленде? Опишите при каких ситуациях это происходит. 
8. Исследуйте в терминах s число трактов в Неверленде в терминах пункта 6. 
9. Предложите свои обобщения к этой задаче, например исследуйте первый пункт, если жители покидают город, если входящих трактов < a, пункт 3, если на части трактов нет монстров, но за проезд королевские казначеи взимают плату или если в пунктах 5 — 8 типов монстров b, а не только накеры и утопцы.

Задача 5.    Фиксики				
А) Два Фиксика А и Б решили покататься на стрелках часов. Ровно в полдень А сел на часовую стрелку, Б – на минутную. Дальше они катались, соблюдая такое правило: если одна стрелка обгоняет другую, то сидящие на них Фиксики в момент обгона меняются местами. Сколько оборотов опишет каждый Фиксик до полуночи? Ответ будет выглядеть в виде упорядоченной пары чисел (k;m), где k – число оборотов, которое совершил Фиксик А, а m – число оборотов, которое совершил Фиксик Б.
А.1) А если они не всегда менялись местами: какими могут быть ответы в этом случае? Опишите и обоснуйте полученное множество ответов (пар).
Б) Три Фиксика А, Б, В решили покататься на стрелках часов. Ровно в полдень А сел на часовую стрелку, Б – на минутную, В – на секундную. Дальше они катались, соблюдая такое правило: если одна стрелка обгоняет другую, то сидящие на них Фиксики в момент обгона меняются местами. Сколько оборотов опишет каждый Фиксик до полуночи? Теперь ответ будет выглядеть в виде упорядоченной тройки чисел (k; m; n).
Б.1) Исследуйте и опишите множество троек чисел, соответствующих числу оборотов Фиксиков в случае, если они не всегда меняются местами. Опишите и обоснуйте правило, по которому вы находите ответ в разных случаях смены мест Фиксиками. А также укажите все множество троек, которые могут получиться при все возможных порядках смен мест Фиксиками.
Отдельно рассмотрите и опишите случай, когда все три стрелки встречаются в одном месте. Здесь важно определить: возможен ли такой случай вообще, и если да, то как будут меняться местами Фиксики в этом случае.
В) В созвездии Кассиопея время считается по-другому. Не как у нас: один час равен 60 минутам, одна минута – 60 секунд. У них для времени применяется десятичная система счисления. Это означает, что одна минута (m) состоит из 10 секунд (s, т.е. m = 10s), один час (х) состоит из 10 минут (х = 10m). Но есть планеты, на которых есть гиперчас 2-го порядка (обозначается ХХ или 2Х, который состоит из 10 часов, т.е. ХХ = 10Х), и есть планеты, на которых есть гиперчас 3-го порядка (обозначается ХХХ или 3Х, который состоит из 10 часов 2-го порядка, т.е. ХХХ = 10ХХ), и т.п.
В.А) Попробуйте ответить на вопросы пунктов А), и А.1) для планет созвездия Кассиопея.
В.Б) Попробуйте ответить на вопросы пунктов Б), и Б.1) для планет созвездия Кассиопея.
В.В) Рассмотрите подобные вопросы для планет, на которых есть гиперчасы 2-го порядка, гиперчасы 3-го порядка и т.д.
Г) Предложите и изучите другие обобщения или направления исследования в этой задаче.

Задача 6.    Взвешивания
Имеются чашечные весы без гирь и набор из  монет, среди которых одна фальшивая, отличающаяся от настоящих только по весу.
1. Фальшивая монета легче настоящей. Исследуйте следующие вопросы:
1) Как можно найти фальшивую монету?
2) Как это сделать за наименьшее количество взвешиваний?
3) Обозначим для каждого  через  количество взвешиваний, которого гарантированно будет достаточно для нахождения фальшивой монеты в соответствии с полученным способом. Покажите для некоторого , что  взвешиваний может не хватить.
4) Покажите для  , что  взвешиваний может не хватить.
Рассмотрите случаи
1) когда ,
2) когда ,
3) произвольного значения .
2. Ответьте на вопросы пункта 1, если неизвестно, легче или тяжелее фальшивая монета настоящей.
3. Ответьте на вопросы пункта 1, если каждую монету можно использовать при взвешивании не более одного раза.
4. Ответьте на вопросы пункта 1, если каждую монету можно использовать при взвешивании не более двух раз.
5. При каком наименьшем количестве взвешиваний одной монеты можно найти фальшивую монету, если не известно, легче или тяжелее фальшивая монета настоящей? Покажите, что при меньшем допустимом взвешивании одной монеты возможна ситуация, когда не удастся найти фальшивую монету.
6. Ответьте на вопрос пункта 2, если каждую монету можно использовать не более  раз.
7. Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и исследуйте их.


Задача 7.    Ещё раз об угадывании чисел.) 
1. Алиса задумала семизначное число, в котором все цифры различны. Варя пытается его угадать. За ход она может выбрать несколько разрядов, и Алиса назовёт ей цифры, стоящие в этом числе в этих разрядах — в произвольном порядке. Когда Варя выбрала разряды миллионов, сотен тысяч, десятков тысяч и просто тысяч, Алиса назвала ему цифры 7, 1, 0, 5. Затем Варя выбрала сотни тысяч, просто тысячи, десятки и единицы, и Алиса в ответ назвала ему цифры 3, 5, 9, 7. Наконец Варя выбрала разряды тысяч, сотен и десятков, и получила в ответ цифры 7, 3, 4. Какое же число загадала Алиса? 
2. Как и выше, Алиса загадывает семизначное число, в котором все цифры различны, а Варя хочет его угадать при помощи нескольких ходов. Во время каждого хода Варя может выбрать несколько разрядов, и Алиса назовёт ей цифры, стоящие в этом числе в этих разрядах — в произвольном порядке. Помогите Варе угадать число за три вопроса. 
3. А есть ли у Вари способ справиться за три вопроса, каким бы число ни было, если оно восьмизначное? Если нет, то сколько ей надо вопросов? 
4. Сколько понадобится вопросов Варе, если Алиса задумала 8-, 9-, 10-значное число, в котором все цифры различны? Интересует, естественно, наименьшее количество вопросов. 
5. Какое наименьшее количество вопросов понадобится Варе, если Алиса задумала n-значное число, цифры в котором могут повторятся?

Задача 8.   Опасные сосульки 
Зимой на крыше дома Марии из Царства Вечной Мерзлоты висят 8 сосулек. За ночь все сосульки вырастают ровно на один сантиметр. Каждое утро по дороге на прогулку Мария выбирает какие-то 2 сосульки и отламывает их половину. В первое утро до отламывания сосулек длина каждой из них была равна 2 сантиметра. 
1. Может ли Мария действовать так, что в какое-то утро до прогулки длина какой-то одной из сосулек стала равна:
а) 20,25 сантиметров;
б) 20,26 сантиметров?
2. Докажите, что вне зависимости от действий Марии сумма длин всех сосулек после отламывания всегда будет не меньше 8 сантиметров. 
3. Можно ли в пункте 2. заменить 8 сантиметров на 10 сантиметров? Попытайтесь найти наибольшее a такое, что каждое утро после отламывания сумма длин всех сосулек будет не меньше a сантиметров.
4. Может ли Мария действовать так, чтобы в любое утро длины всех сосулек были выражены целым числом сантиметров? 
5. Может ли Мария действовать так, чтобы начиная с какого-то дня в любое утро до отламывания длины всех сосулек были:
а) не больше 6 сантиметров;
б) не больше 5 сантиметров;
в) не меньше 4 сантиметров?
6. Может ли Мария действовать так, чтобы в какое-то утро до отламывания сумма длин всех сосулек была равна:
а) 2026 сантиметров;
б) 202,6 сантиметров?
7. Как изменятся ответы на предыдущие пункты задачи, если изначально длины всех сосулек равны 1 см, 2 см, 3 см, ..., 8 см? 
8. Ответьте на вопрос пункта 4., если изначально до отламывания длины всех сосулек равны:
а) 4 сантиметра;
б) 8 сантиметров;
в) 2n сантиметров, где n – некоторое натуральное число?
9. Предложите свои обобщения и исследуйте их, например, если каждое утро обламывает три сосульки пополам вместо двух. 
Задача 9.   Побег из 41-й
Стефания усиленно готовилась к олимпиаде по математике и из-за этого пропускала некоторые уроки. В конце четверти у Стефании накопились долги по предметам, по которым она должна что-то досдать. Однако Стефания не желает этого делать и хочет сбежать из своей гимназии. Но за ней следят и хотят уговорить досдать долги k учителей. Будем считать, что гимназия представляет собой клетчатую таблицу 41 × 41, и в каждый момент времени любой человек занимает в ней ровно одну клетку (в одной клетке могут одновременно находиться несколько человек).
Изначально Стефания находится в центральной клетке доски и хочет попасть на крайнюю строку или крайний столбец доски, будем называть эти клетки краем доски. За один ход Стефании разрешается n раз перейти в соседнюю по стороне клетку. После хода Стефании каждый из учителей делает ход в соседнюю по стороне клетку или остаётся на месте, однако при этом учителям разрешено ходить только по клеткам края доски. 
Учителям удаётся поймать Стефанию, если в какой-то момент они окажутся с ней в одной клетке (вне зависимости от того, чей ход сейчас был). Иначе, если Стефанию ещё не поймали, она находится на краю доски и сейчас её ход, её удаётся сбежать.
1. Предположим, k = 4 и изначально учителя находятся во всех угловых клетках доски. 
а) Сможет ли Стефания сбежать, если n = 1? 
б) Сможет ли Стефания сбежать, если n = 2?
в) Найдите наименьшее n, при котором Стефании удастся сбежать.
2. Решите пункт 1 в случае, когда изначально все 4 учителя находятся в средней клетке каждого из крайних столбцов и строк.
3. Решите пункт 1. в случае, когда k = 8 и изначально учителя находятся в середине и на концах всех крайних столбцов и строк. 
4. При каком наименьшем k учителя смогут поймать Стефанию, вне зависимости от их начального расположения на крайних столбцах и строках доски, если: a) n = 1; б) n = 2; в) n = 3? 
5. Как изменятся ответы на предыдущие пункты задачи, если учителям будет разрешено перемещаться на любую соседнюю клетку доски и необязатально всё время находиться на краю доски? 
6. Как изменятся ответы на предыдущие пункты задачи, если доска имеет размер t×t, где t – какое-то натуральное число? 
7. Как изменятся ответы на предыдущие пункты задачи, если считать, что за каждый ход можно перемещаться в соседнюю по стороне или углу клеточку? 
8. Предложите свои обобщения и исследуйте их.

Задача 10.   Накрытие фигурками
I. Дана клетчатая доска . Ева выкладывает уголки (рис. 1) на неё так, что стороны уголков совпадают со сторонами клеток доски. Уголки можно поворачивать, отражать, класть с пересечениями и даже один поверх другого. Ева хочет, чтобы в каждом столбце была или 1 клетка, или  клеток, поверх которых лежат уголки.
1. Ответьте на следующие вопросы при . 
А) Для каких значений  Ева может добиться желаемого?
Б) Для каждого такого значения  определите, какое наименьшее число  уголков Еве для этого понадобится? (Ответ может зависеть от ).
В) Для каждого такого значения  определите, сколькими способами Ева может добиться желаемого, используя ровно  (наименьшее возможное число) уголков?
2. Ответьте на эти же вопросы при .
II. Ответьте на те же вопросы, если теперь Ева хочет, чтобы и в каждой строке, и в каждом столбце была накрыта или 1 клетка, или  клеток.
III. Ответьте на те же вопросы для таблицы  (Соответственно теперь ответ может зависеть от  и ).
IV. Ответьте на аналогичные вопросы, если Ева использует для замощения другие фигурки (например, рис. 2 или рис. 3) и хочет, чтобы и в каждом столбце (или и в каждой строке, и в каждом столбце) были накрыты или  клеток, или  клеток.
V. Предложите свои вопросы и исследуйте их.
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